
câÇëïÜì R 

tâÜ sêçêò gìêòïâ mêÖÜç HÇèÖ 

çêêåäèà ÇâÜÇÖI 

RNQ cÜèïìÇçäõÜÖ däÑïÇïêìäÇç aççêÑÇïäêèî 

/	 iè ïâäî îÜÑïäêèL òÜ îïÇìï ïâÜ ÇèÇçöîäî êá ïâÜ sêçêò éêÖÜç Éö ëìÜïÜèÖäèà ïâÇï ïâÜìÜ 

äî Ç ÉÜèÜóêçÜèï ÖäÑïÇïêìL êì îêÑäÇç ëçÇèèÜìL ïâÇï ÑâêêîÜî ïâÜ îïÇïäÑ ÇèÖ äèïÜìïÜéëêìÇç 

ÇççêÑÇïäêè êá ìÜîêñìÑÜî ÇèÖ ÖäÑïÇïÜî ïâÇï ÇççêÑÇïäêèî ïê ïâÜ âêñîÜâêçÖî êá ïâÜ ÜÑêèêéö 

wÜ òäçç çÇïÜì îâêò ïâÇï ïâÜ ÇççêÑÇïäêèî ïâÇï ëìÜóÇäç äè Ç ÖÜÑÜèïìÇçäõÜÖ ÑêéëÜïäïäóÜ 

éÇìåÜï ÜèóäìêèéÜèï ÑêäèÑäÖÜ òäïâ ïâÜ ÇççêÑÇïäêèî ÖäÑïÇïÜÖ Éö ïâÜ îêÑäÇç ëçÇèèÜìN 

RNQNQ tâÜ eÑêèêéöL ïâÜ hêñîÜâêçÖî ÇèÖ ïâÜ sêÑäÇç pçÇèèÜì 

/	 täéÜ äî ÖäîÑìÜïÜL t ∈ áÑ, ü, O, ...à. yêñ ÑÇè ïâäèå êá ïâÜ ëÜìäêÖ Çî Ç öÜÇìL Çî Ç àÜèÜìÇïäêèL 

êì Çî Çèö êïâÜì ÇìÉäïìÇìö çÜèàïâ êá ïäéÜN 

/ tâÜ ÜÑêèêéö äî Çè äîêçÇïÜÖ äîçÇèÖN mÇèö âêñîÜâêçÖî çäóÜ äè ïâäî äîçÇèÖN tâÜìÜ ÇìÜ 



èê éÇìåÜïî ÇèÖ ëìêÖñÑïäêè äî ÑÜèïìÇçäõÜÖN tâÜìÜ äî Ç ÉÜèÜóêçÜèï ÖäÑïÇïêìL êì îêÑäÇç 

ëçÇèèÜìL òâê àêóÜìèî Ççç ÜÑêèêéäÑ ÇèÖ îêÑäÇç ÇffÇäìîN 

/	 tâÜìÜ äî êèÜ àêêÖL òâäÑâ äî ëìêÖñÑÜÖ òäïâ ïòê áÇÑïêìî êá ëìêÖñÑïäêèL ÑÇëäïÇç ÇèÖ çÇÉêìL 

ÇèÖ òâäÑâ ÑÇè ÉÜ ÜäïâÜì ÑêèîñéÜÖ äè ïâÜ îÇéÜ ëÜìäêÖL êì äèóÜîïÜÖ Çî ÑÇëäïÇç áêì ïâÜ 

èÜôï ëÜìäêÖN 

/	 hêñîÜâêçÖî ÇìÜ ÜÇÑâ ÜèÖêòÜÖ òäïâ êèÜ ñèäï êá çÇÉêìL òâäÑâ ïâÜö îñëëçö äèÜçÇîïäÑçö ïê 

ïâÜ îêÑäÇç ëçÇèèÜìN tâÜ îêÑäÇç ëçÇèèÜì ñîÜî ïâÜ ÜèïäìÜ çÇÉêì áêìÑÜ ïêàÜïâÜì òäïâ ïâÜ 

ÇÑÑñéñçÇïÜÖ ÇààìÜàÇïÜ ÑÇëäïÇç îïêÑå ïê ëìêÖñÑÜ ïâÜ êèÜ àêêÖ êá ïâÜ ÜÑêèêéöN 

/	 iè ÜÇÑâ ëÜìäêÖL ïâÜ îêÑäÇç ëçÇèèÜì îÇóÜî Ç ÑêèîïÇèï áìÇÑïäêè s ∈ bÑ, ü9 êá ÑêèïÜéëêìÇèÜM 

êñî êñïëñïL ïê ÉÜ ÇÖÖÜÖ ïê ïâÜ ÜÑêèêéöGî ÑÇëäïÇç îïêÑåL ÇèÖ ÖäîïìäÉñïÜî ïâÜ ìÜéÇäèäèà 

áìÇÑïäêè ñèäáêìéçö ÇÑìêîî ïâÜ âêñîÜâêçÖî êá ïâÜ ÜÑêèêéöN 

/	 iè òâÇï áêççêòîL òÜ çÜï Lt ÖÜèêïÜ ïâÜ èñéÉÜì êá âêñîÜâêçÖî HÇèÖ ïâÜ îäõÜ êá ïâÜ çÇÉêì 

áêìÑÜI äè ëÜìäêÖ t, Kt ÇààìÜàÇïÜ ÑÇëäïÇç îïêÑå äè ïâÜ ÉÜàäèèäèà êá ëÜìäêÖ t, Yt ÇààìÜàÇïÜ 

êñïëñï äè ëÜìäêÖ t, Ct ÇààìÜàÇïÜ Ñêèîñéëïäêè äè ëÜìäêÖ t, ÇèÖ It ÇààìÜàÇïÜ äèóÜîïéÜèï 

äè ëÜìäêÖ t. tâÜ ÑêììÜîëêèÖäèà çêòÜìMÑÇîÜ óÇìäÇÉçÜî ìÜëìÜîÜèï ëÜìMÑÇëäïÇ éÜÇîñìÜîZ kt D 

Kt/Lt, yt D Yt/Lt, it D It/Lt, ÇèÖ ct D Ct/Lt. 

RNQNR tÜÑâèêçêàö ÇèÖ pìêÖñÑïäêè 

/ tâÜ ïÜÑâèêçêàö áêì ëìêÖñÑäèà ïâÜ àêêÖ äî àäóÜè Éö 

Yt D F bKt, Lt9 HRNQI 

òâÜìÜ F d RO → Rå äî Ç HîïÇïäêèÇìöI ëìêÖñÑïäêè áñèÑïäêèN wÜ ÇîîñéÜ ïâÇï F äîå 

Ñêèïäèñêñî ÇèÖ HÇçïâêñàâ èêï ÇçòÇöî èÜÑÜîîÇìöI ïòäÑÜ ÖäffÜìÜèïäÇÉçÜN 
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/ wÜ îÇö ïâÇï ïâÜ ïÜÑâèêçêàö äî 0èÜêÑçÇîîäÑÇç 1 äá F îÇïäî<Üî ïâÜ áêççêòäèà ëìêëÜìïäÜî 

QN cêèîïÇèï ìÜïñìèî ïê îÑÇçÜ HcrsIL êì çäèÜÇì âêéêàÜèÜäïöZ 

F bµK, µL9 D  µF bK,L9, ∀µ >  Ñ. 

RN pêîäïäóÜ ÇèÖ Öäéäèäîâäèà éÇìàäèÇç ëìêÖñÑïîZ 

FK bK,L9 > Ñ, FLbK,L9 > Ñ, 

FKK bK,L9 < Ñ, FLLbK,L9 < Ñ. 

òâÜìÜ Fx ≡ ∂F/∂x ÇèÖ Fxz ≡ ∂OF/b∂x∂z9 áêì x, z ∈ áK,Là. 

SN ièÇÖÇ ÑêèÖäïäêèîZ 

G-Q FK D G-Q FL D ∞, 
K→Ñ L→Ñ 

G-Q FK D G-Q FL D Ñ. 
K→∞ L→∞ 

/ bö äéëçäÑÇïäêèL F îÇïäî<Üî 

Y D F bK,L9 D  FK bK,L9K å FLbK,L9L 

êì ÜíñäóÇçÜèïçö 

ü D  εK å εL 

òâÜìÜ 

εK ≡ 
∂F

∂K


K 
ÇèÖ εL ≡ 

F 
∂F

∂L


L

F


açîêL FK ÇèÖ FL ÇìÜ âêéêàÜèÜêñî êá ÖÜàìÜÜ õÜìêL éÜÇèäèà ïâÇï ïâÜ éÇìàäèÇç ëìêÖñÑïî 

ÖÜëÜèÖ êèçö êè ïâÜ ìÇïäê K/L. 

aèÖL FKL > Ñ, éÜÇèäèà ïâÇï ÑÇëäïÇç ÇèÖ çÇÉêì ÇìÜ ÑêéëçÜéÜèïÇìöN 



/ tÜÑâèêçêàö äè äèïÜèîäóÜ áêìéZ lÜï 

y D 
Y 

ÇèÖ k D 
L 

K

L

.


tâÜèL Éö crs


y D f bk9 HRNRI


òâÜìÜ


f bk9 ≡ F bk, ü9. 

bö ÖÜ<èäïäêè êá f ÇèÖ ïâÜ ëìêëÜìïäÜî êá F, 

f bÑ9 D Ñ, 

f ;bk9 > Ñ > f  ;;bk9 

G-Q f ;bk9 D Ñ 
k→Ñ 

f ;bk9 D  ∞, G-Q 
k→∞ 

açîêL


FK bK,L9 D  f ;bk9 

FLbK,L9 D  f bk9 − f ;bk9k 

/ eôÇéëçÜZ cêÉÉMdêñàçÇî ïÜÑâèêçêàö 

F bK,L9 D  KαLü−α 

iè ïâäî ÑÇîÜL 

εK D α, εL D ü  − α 

ÇèÖ 

f bk9 D  kα . 
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RNQNS tâÜ rÜîêñìÑÜ cêèîïìÇäèïL ÇèÖ ïâÜ lÇò êá mêïäêèî áêì cÇëM 

äïÇç ÇèÖ lÇÉêì 

/	 rÜéÜéÉÜì ïâÇï ïâÜìÜ äî Ç îäèàçÜ àêêÖL òâäÑâ ÑÇè ÉÜ ÜäïâÜì ÑêèîñéÜÖ êì äèóÜîïÜÖN oá 

ÑêñìîÜL ïâÜ îñé êá ÇààìÜàÇïÜ Ñêèîñéëïäêè ÇèÖ ÇààìÜàÇïÜ äèóÜîïéÜèï ÑÇè èêï ÜôÑÜÜÖ 

ÇààìÜàÇïÜ êñïëñïN tâÇï äîL ïâÜ îêÑäÇç ëçÇèèÜì áÇÑÜî ïâÜ áêççêòäèà ìÜîêñìÑÜ ÑêèîïìÇäèï Z 

Ct å It ≤ Yt HRNSI 

eíñäóÇçÜèïçöL äè ëÜìMÑÇëäïÇ ïÜìéîZ 

ct å it ≤ yt HRNTI 

/	 sñëëêîÜ ïâÇï ëêëñçÇïäêè àìêòïâ äî n ≥ Ñ ëÜì ëÜìäêÖN tâÜ îäõÜ êá ïâÜ çÇÉêì áêìÑÜ ïâÜè 

ÜóêçóÜî êóÜì ïäéÜ Çî áêççêòîZ 

Lt D bü å n9Lt−ü D bü å n9tLÑ HRNUI 

wÜ èêìéÇçäõÜ LÑ D ü. 

/	 sñëëêîÜ ïâÇï Üôäîïäèà ÑÇëäïÇç ÖÜëìÜÑäÇïÜî êóÜì ïäéÜ Çï Ç <ôÜÖ ìÇïÜ δ ∈ ÇÑ, üç. tâÜ 

ÑÇëäïÇç îïêÑå äè ïâÜ ÉÜàäèèäèà êá èÜôï ëÜìäêÖ äî àäóÜè Éö ïâÜ èêèMÖÜëìÜÑäÇïÜÖ ëÇìï êá 

ÑñììÜèïMëÜìäêÖ ÑÇëäïÇçL ëçñî ÑêèïÜéëêìÇèÜêñî äèóÜîïéÜèïN tâÇï äîL ïâÜ çÇò êá éêïäêè 

áêì ÑÇëäïÇç äî 

Ktåü D bü − δ9Kt å It. HRNVI 

eíñäóÇçÜèïçöL äè ëÜìMÑÇëäïÇ ïÜìéîZ 

bü å n9ktåü D bü − δ9kt å it 



wÜ ÑÇè ÇëëìêôäéÇïÜçö òìäïÜ ïâÜ ÇÉêóÜ Çî 

ktåü ≈ bü − δ − n9kt å it HRNWI 

tâÜ îñé δ å n ÑÇè ïâñî ÉÜ äèïÜìëìÜïÜÖ Çî ïâÜ 0ÜffÜÑïäóÜ1 ÖÜëìÜÑäÇïäêè ìÇïÜ êá ëÜìM 

ÑÇëäïÇ ÑÇëäïÇçN HrÜéÇìåZ tâäî ÇëëìêôäéÇïäêè ÉÜÑêéÜî ÇìÉäïìÇìäçö àêêÖ Çî ïâÜ ÜÑêèêéö 

ÑêèóÜìàÜî ïê äïî îïÜÇÖö îïÇïÜN açîêL äï òêñçÖ ÉÜ ÜôÇÑï äá ïäéÜ òÇî Ñêèïäèñêñî ìÇïâÜì 

ïâÇè ÖäîÑìÜïÜNI 

RNQNT tâÜ döèÇéäÑî êá cÇëäïÇç ÇèÖ cêèîñéëïäêè 

/	 iè éêîï êá ïâÜ àìêòïâ éêÖÜçî ïâÇï òÜ òäçç ÜôÇéäèÜ äè ïâäî ÑçÇîîL ïâÜ åÜö êá ïâÜ ÇèÇçöîäî 

òäçç ÉÜ ïê ÖÜìäóÜ Ç ÖöèÇéäÑ îöîïÜé ïâÇï ÑâÇìÇÑïÜìäõÜî ïâÜ Üóêçñïäêè êá ÇààìÜàÇïÜ ÑêèM 

îñéëïäêè ÇèÖ ÑÇëäïÇç äè ïâÜ ÜÑêèêéö[ ïâÇï äîL Ç îöîïÜé êá ÖäffÜìÜèÑÜ ÜíñÇïäêèî äè Ct 

ÇèÖ Kt Hêì ct ÇèÖ kt9. tâäî îöîïÜé äî óÜìö îäéëçÜ äè ïâÜ ÑÇîÜ êá ïâÜ sêçêò éêÖÜçN 

/	 cêéÉäèäèà ïâÜ çÇò êá éêïäêè áêì ÑÇëäïÇç HRNVIL ïâÜ ìÜîêñìÑÜ ÑêèîïìÇäèï HRNSIL ÇèÖ ïâÜ 

ïÜÑâèêçêàö HRNQIL òÜ ÖÜìäóÜ ïâÜ ÖäffÜìÜèÑÜ ÜíñÇïäêè áêì ïâÜ ÑÇëäïÇç îïêÑåZ 

Ktåü − Kt D F bKt, Lt9 − δKt − Ct HRNXI 

tâÇï äîL ïâÜ ÑâÇèàÜ äè ïâÜ ÑÇëäïÇç îïêÑå äî àäóÜè Éö ÇààìÜàÇïÜ êñïëñïL éäèñî ÑÇëäïÇç ÖÜM 

ëìÜÑäÇïäêèL éäèñî ÇààìÜàÇïÜ ÑêèîñéëïäêèN oè ïâÜ êïâÜì âÇèÖL ÇààìÜàÇïÜ Ñêèîñéëïäêè 

äîL Éö ÇîîñéëïäêèL Ç <ôÜÖ áìÇÑïäêè bü − s9 êá êñïëñïZ 

Ct D bü − s9F bKt, Lt9 HRNYI 

/ säéäçÇìçöL äè ëÜìMÑÇëäïÇ ïÜìéîL HRNVIL HRNTI ÇèÖ HRNRI àäóÜ ïâÜ ÖöèÇéäÑî êá ÑÇëäïÇç 

ktåü − kt D f bkt9 − bδ å n9kt − ct, HRNQPI 
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òâÜìÜÇî Ñêèîñéëïäêè äî àäóÜè Éö 

ct D bü − s9f bkt9. HRNQQI 

/ fìêé ïâäî ëêäèï ÇèÖ êèL òÜ òäçç ÇèÇçöõÜ ïâÜ ÖöèÇéäÑî êá ïâÜ ÜÑêèêéö äè ëÜì ÑÇëäïÇ 

ïÜìéî êèçöN tìÇèîçÇïäèà ïâÜ ìÜîñçïî ïê ÇààìÜàÇïÜ ïÜìéî äî Ç îïìÇäàâïáêìòÇìÖ ÜôÜìÑäîÜN 

RNQNU tâÜ pêçäÑö rñçÜ 

/ cêéÉäèäèà HRNQPI ÇèÖ HRNQQIL òÜ ÖÜìäóÜ ïâÜ áñèÖÇéÜèïÇç ÜíñÇïäêè êá ïâÜ sêçêò éêÖÜç Z 

ktåü − kt D sf bkt9 − bδ å n9kt HRNQRI 

nêïÜ ïâÇï ïâÜ ÇÉêóÜ ÖÜ<èÜî ktåü Çî Ç áñèÑïäêè êá kt d 

pìêëêîäïäêè Q gäóÜè Çèö äèäïäÇç ëêäèï kÑ > ÑL ïâÜ ÖöèÇéäÑî êá ïâÜ ÖäÑïÇïêìäÇç ÜÑêèêéö ÇìÜ 

àäóÜè Éö ïâÜ ëÇïâ áktà∞ 
tDÑ îñÑâ ïâÇï 

ktåü D Gbkt9, HRNQSI 

áêì Ççç t ≥ Ñ, òâÜìÜ 

Gbk9 ≡ sf bk9 å bü − δ − n9k. 

eíñäóÇçÜèïçöL ïâÜ àìêòïâ ìÇïÜ êá ÑÇëäïÇç äî àäóÜè Éö 

ktåü − kt
γt ≡ D γbkt9, HRNQTI 

kt 

òâÜìÜ 

γbk9 ≡ sφbk9 − bδ å n9, φbk9 ≡ f bk9/k. 

pìêêáN HRNQSI áêççêòî áìêé HRNQRI ÇèÖ ìÜÇììÇèàäèà àäóÜî HRNQTIN qed 

/ G ÑêììÜîëêèÖî ïê òâÇï òÜ òäçç ïâÜ ëêçäÑö ìñçÜ äè ïâÜ rÇéîÜö éêÖÜçN tâÜ ÖöèÇéäÑ 

Üóêçñïäêè êá ïâÜ ÜÑêèêéö äî ÑêèÑäîÜçö ìÜëìÜîÜèïÜÖ Éö ïâÜ ëÇïâ áktà∞ 
tDÑ ïâÇï îÇïäî<Üî 

HRNQRIL êì ÜíñäóÇçÜèïçö HRNQSIL áêì Ççç t ≥ Ñ, òäïâ kÑ âäîïêìäÑÇççö àäóÜèN 



RNQNV sïÜÇÖö sïÇïÜ 

/	 a îïÜÇÖö îïÇïÜ êá ïâÜ ÜÑêèêéö äî ÖÜ<èÜÖ Çî Çèö çÜóÜç k∗ îñÑâ ïâÇïL äá ïâÜ ÜÑêèêéö îïÇìïî 

òäïâ kÑ D k∗ , ïâÜè kt D k∗ áêì Ççç t ≥ ü. tâÇï äîL Ç îïÜÇÖö îïÇïÜ äî Çèö <ôÜÖ ëêäèï k∗ êá 

HRNQRI êì HRNQSIN eíñäóÇçÜèïçöL Ç îïÜÇÖö îïÇïÜ äî Çèö <ôÜÖ ëêäèï bc ∗, k∗9 êá ïâÜ îöîïÜé 

HRNQPIMHRNQQIN 

/	 a ïìäóäÇç îïÜÇÖö îïÇïÜ äî c D k D Ñ d tâÜìÜ äî èê ÑÇëäïÇçL èê êñïëñïL ÇèÖ èê ÑêèîñéëïäêèN 

tâäî òêñçÖ èêï ÉÜ Ç îïÜÇÖö îïÇïÜ äá f bÑ9 > Ñ. wÜ ÇìÜ äèïÜìÜîïÜÖ áêì îïÜÇÖö îïÇïÜî Çï 

òâäÑâ ÑÇëäïÇçL êñïëñï ÇèÖ Ñêèîñéëïäêè ÇìÜ Ççç ëêîäïäóÜ ÇèÖ <èäïÜN wÜ ÑÇè ÜÇîäçö îâêòZ 

pìêëêîäïäêè R sñëëêîÜ δ ån ∈ bÑ, ü9 ÇèÖ s ∈ bÑ, ü9. a îïÜÇÖö îïÇïÜ bc ∗, k∗9 ∈ bÑ, ∞9O áêì ïâÜ 

ÖäÑïÇïêìäÇç ÜÑêèêéö Üôäîïî ÇèÖ äî ñèäíñÜN k∗ ÇèÖ y ∗ äèÑìÜÇîÜ òäïâ s ÇèÖ ÖÜÑìÜÇîÜ òäïâ δ ÇèÖ 

n, òâÜìÜÇî c ∗ äî èêèMéêèêïêèäÑ òäïâ s ÇèÖ ÖÜÑìÜÇîÜî òäïâ δ ÇèÖ n. fäèÇççöL y ∗/k∗ D bδ ån9/s. 

pìêêáN k∗ äî Ç îïÜÇÖö îïÇïÜ äá ÇèÖ êèçö äá äï îêçóÜî 

∗ ∗Ñ D  sf bk 9 − bδ å n9k , 

eíñäóÇçÜèïçö 
∗ y ∗ δ å n

k∗ 
D φbk 9 D  

s 
HRNQUI


òâÜìÜ


φbk9 ≡

f bk9

k

.


tâÜ áñèÑïäêè φ àäóÜî ïâÜ êñïëñïMïêMÑÇëäïÇç ìÇïäê äè ïâÜ ÜÑêèêéöN tâÜ ëìêëÜìïäÜî êá f äéëçö 

ïâÇï φ äî Ñêèïäèñêñî HÇèÖ ïòäÑÜ ÖäffÜìÜèïäÇÉçÜIL ÖÜÑìÜÇîäèàL ÇèÖ îÇïäî<Üî ïâÜ ièÇÖÇ ÑêèÖäïäêèî 

Çï k D Ñ  ÇèÖ k D ∞Z 
f ;bk9k − f bk9 

φ;bk9 D  D − 
FL 

< Ñ,
kOkO 

φbÑ9 D f ;bÑ9 D ∞ ÇèÖ φb∞9 D  f ;b∞9 D Ñ, 
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òâÜìÜ ïâÜ çÇïïÜì áêççêò áìêé lGhêîëäïÇçGî ìñçÜN tâäî äéëçäÜî ïâÇï ÜíñÇïäêè HRNQUI âÇî Ç 

îêçñïäêè äá ÇèÖ êèçö äá δ å n >  Ñ ÇèÖ s >  Ñ. ÇèÖ ïâÜ îêçñïäêè ñèäíñÜ òâÜèÜóÜì äï ÜôäîïîN tâÜ 

îïÜÇÖö îïÇïÜ êá ïâÜ ÜÑêèêéö äî ïâñî ñèäíñÜ ÇèÖ äî àäóÜè Éö 

k
∗ D φ−ü 

2 
δ å n 
s 

3 
. 

säèÑÜ φ; < Ñ, k∗ äî Ç ÖÜÑìÜÇîäèà áñèÑïäêè êá bδ å n9/s. oè ïâÜ êïâÜì âÇèÖL Ñêèîñéëïäêè äî 

àäóÜè Éö 
∗ ∗ D bü − s9f bk 9.c


∗iï áêççêòî ïâÇï c ÖÜÑìÜÇîÜî òäïâ δ å n, Éñï s âÇî Çè ÇéÉäàñêñî ÜffÜÑïN qed 

RNQNW tìÇèîäïäêèÇç döèÇéäÑî 

/	 tâÜ ÇÉêóÜ ÑâÇìÇÑïÜìäõÜÖ ïâÜ HñèäíñÜI îïÜÇÖö îïÇïÜ êá ïâÜ ÜÑêèêéöN nÇïñìÇççöL òÜ ÇìÜ 

äèïÜìÜîïÜÖ ïê åèêò òâÜïâÜì ïâÜ ÜÑêèêéö òäçç ÑêèóÜìàÜ ïê ïâÜ îïÜÇÖö îïÇïÜ äá äï îïÇìïî 

ÇòÇö áìêé äïN aèêïâÜì òÇö ïê Çîå ïâÜ îÇéÜ íñÜîïäêè äî òâÜïâÜì ïâÜ ÜÑêèêéö òäçç 

ÜóÜèïñÇççö ìÜïñìè ïê ïâÜ îïÜÇÖö îïÇïÜ ÇáïÜì Çè ÜôêàÜèêñî îâêÑå ëÜìïñìÉî ïâÜ ÜÑêèêéö 

ÇèÖ éêóÜî ÇòÇö áìêé ïâÜ îïÜÇÖö îïÇïÜN 

/	 tâÜ áêççêòäèà ñîÜî ïâÜ ëìêëÜìïäÜî êá G ïê ÜîïÇÉçäîâ ïâÇïL äè ïâÜ sêçêò éêÖÜçL ÑêèóÜìM 

àÜèÑÜ ïê ïâÜ îïÜÇÖö äî ÇçòÇöî ÜèîñìÜÖ ÇèÖ äî éêèêïêèäÑZ 

pìêëêîäïäêè S gäóÜè Çèö äèäïäÇç kÑ ∈ bÑ, ∞9, ïâÜ ÖäÑïÇïêìäÇç ÜÑêèêéö ÑêèóÜìàÜî ÇîöéëM 
ïêïäÑÇççö ïê ïâÜ îïÜÇÖö îïÇïÜN tâÜ ïìÇèîäïäêè äî éêèêïêèäÑN tâÜ àìêòïâ ìÇïÜ äî ëêîäïäóÜ ÇèÖ 

ÖÜÑìÜÇîÜî êóÜì ïäéÜ ïêòÇìÖî õÜìê äá kÑ < k
∗E äï äî èÜàÇïäóÜ ÇèÖ äèÑìÜÇîÜî êóÜì ïäéÜ ïêòÇìÖî 

õÜìê äá kÑ > k
∗N 

pìêêáN fìêé ïâÜ ëìêëÜìïäÜî êá f, G;bk9 D  sf ;bk9 å bü − δ − n9 > Ñ ÇèÖ G;;bk9 D  sf ;;bk9 < Ñ. 

tâÇï äîL G äî îïìäÑïçö äèÑìÜÇîäèà ÇèÖ îïìäÑïçö ÑêèÑÇóÜN mêìÜêóÜìL GbÑ9 D Ñ, G;bÑ9 D ∞, 



& &

& & &

&

Gb∞9 D  ∞, G;b∞9 D bü − δ − n9 < ü. bö ÖÜ<èäïäêè êá k∗, Gbk9 D  k äff k D k∗ . iï áêççêòî 

ïâÇï Gbk9 > k  áêì Ççç k < k∗ ÇèÖ Gbk9 < k  áêì Ççç k > k∗ . iï áêççêòî ïâÇï kt < ktåü < k∗ 

òâÜèÜóÜì kt ∈ bÑ, k∗9 ÇèÖ ïâÜìÜáêìÜ ïâÜ îÜíñÜèÑÜ áktà∞ 
tDÑ äî îïìäÑïçö äèÑìÜÇîäèà äá kÑ < k

∗ . bö 

éêèêïêèäÑäïöL kt ÑêèóÜìàÜî ÇîöéëïêïäÑÇççö ïê îêéÜ k ≤ k∗ . bö Ñêèïäèñäïö êá G, k éñîï îÇïäîáö 

k D Gbk9, ïâÇï äî k éñîï ÉÜ Ç <ôÜÖ ëêäèï êá G. bñï òÜ ÇçìÜÇÖö ëìêóÜÖ ïâÇï G âÇî Ç ñèäíñÜ 

<ôÜÖ ëêäèïL òâäÑâ ëìêóÜî ïâÇï k D k∗ . a îöééÜïìäÑ ÇìàñéÜèï ëìêóÜî ïâÇïL òâÜè kÑ > k
∗ , 

áktà∞ 
tDÑ äî îïìäÑïïçö ÖÜÑìÜÇîäèà ÇèÖ ÇàÇäè ÑêèóÜìàÜî ÇîöéëïêïäÑÇççö ïê k∗ . nÜôïL ÑêèîäÖÜì ïâÜ 

àìêòïâ ìÇïÜ êá ïâÜ ÑÇëäïÇç îïêÑåN tâäî äî àäóÜè Éö 

ktåü − kt
γt ≡ D sφbkt9 − bδ å n9 ≡ γbkt9. 

kt 

nêïÜ ïâÇï γbk9 D Ñ äff k D k∗, γbk9 > Ñ äff k < k∗ , ÇèÖ γbk9 < Ñ äff k > k∗ . mêìÜêóÜìL 

Éö Öäéäèäîâäèà ìÜïñìèîL γ;bk9 D  sφ;bk9 < Ñ. iï áêççêòî ïâÇï γbkt9 < γbktåü9 < γbk∗9 D Ñ  

òâÜèÜóÜì kt ∈ bÑ, k∗9 ÇèÖ γbkt9 > γbktåü9 > γbk∗9 D Ñ  òâÜèÜóÜì kt ∈ bk∗ , ∞9. tâäî ëìêóÜî 
ïâÇï γt äî ëêîäïäóÜ ÇèÖ ÖÜÑìÜÇîÜî ïêòÇìÖî õÜìê äá kÑ < k∗ ÇèÖ äï äî èÜàÇïäóÜ ÇèÖ äèÑìÜÇîÜî 

ïêòÇìÖî õÜìê äá kÑ > k
∗N qed 

/ fäàñìÜ Q ÖÜëäÑïî Gbk9, ïâÜ ìÜçÇïäêè ÉÜïòÜÜè kt ÇèÖ ktåü . tâÜ äèïÜìîÜÑïäêè êá ïâÜ àìÇëâ 

êá G òäïâ ïâÜ Éa çäèÜ àäóÜî ïâÜ îïÜÇÖöMîïÇïÜ ÑÇëäïÇç îïêÑå k∗ . tâÜ Çììêòî ìÜëìÜîÜèï 

ïâÜ ëÇïâ áktà∞ 
tD áêì Ç ëÇìïäÑñçÇì äèäïäÇç kÑ. 

/	 fäàñìÜ R ÖÜëäÑïî γbk9, ïâÜ ìÜçÇïäêè ÉÜïòÜÜè kt ÇèÖ γt. tâÜ äèïÜìîÜÑïäêè êá ïâÜ àìÇëâ êá 

γ òäïâ ïâÜ Éa çäèÜ àäóÜî ïâÜ îïÜÇÖöMîïÇïÜ ÑÇëäïÇç îïêÑå k∗ . tâÜ èÜàÇïäóÜ îçêëÜ ìÜ=ÜÑïî 

òâÇï òÜ ÑÇçç 0ÑêèÖäïäêèÇç ÑêèóÜìàÜèÑÜN1 

/	 däîÑñîî çêÑÇç óÜìîñî àçêÉÇç îïÇÉäçäïöZ bÜÑÇñîÜ φ;bk∗9 < Ñ, ïâÜ îöîïÜé äî çêÑÇççö îïÇM 

ÉçÜN bÜÑÇñîÜ φ äî àçêÉÇççö ÖÜÑìÜÇîäèàL ïâÜ îöîïÜé äî àçêÉÇççö îïÇÉçÜ ÇèÖ ïìÇèîäïäêè äî 

éêèêïêèäÑN 
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RNR dÜÑÜèïìÇçäõÜÖ mÇìåÜï aççêÑÇïäêèî 

/	 iè ïâÜ ëìÜóäêñî îÜÑïäêèL òÜ ÑâÇìÇÑïÜìäõÜÖ ïâÜ ÑÜèïìÇçäõÜÖ ÇççêÑÇïäêèî ÖäÑïÇïÜÖ Éö Ç îêÑäÇç 

ëçÇèèÜìN wÜ èêò ÑâÇìÇÑïÜìäõÜ ïâÜ ÇççêÑÇïäêèî 

RNRNQ hêñîÜâêçÖî 

/	 hêñîÜâêçÖî ÇìÜ ÖöèÇîïäÜîL çäóäèà Çè äè<èäïÜ Çéêñèï êá ïäéÜN wÜ äèÖÜô âêñîÜâêçÖî Éö 

j ∈ ÇÑ, üç, âÇóäèà èêìéÇçäõÜÖ LÑ D ü. tâÜ èñéÉÜì êá âÜÇÖî äè ÜóÜìö âêñîÜâêçÖ àìêò Çï 

ÑêèîïÇèï ìÇïÜ n ≥ Ñ. tâÜìÜáêìÜL ïâÜ îäõÜ êá ïâÜ ëêëñçÇïäêè äè ëÜìäêÖ t äî Lt D bü å n9t 

ÇèÖ ïâÜ èñéÉÜì êá ëÜìîêèî äè ÜÇÑâ âêñîÜâêçÖ äè ëÜìäêÖ t äî Ççîê Lt. 

/ wÜ òìäïÜ ctj , ktj , bjt , ijt áêì ïâÜ ëÜìMâÜÇÖ óÇìäÇÉçÜî áêì âêñîÜâêçÖ j. 

/	 eÇÑâ ëÜìîêè äè Ç âêñîÜâêçÖ äî ÜèÖêòÜÖ òäïâ êèÜ ñèäï êá çÇÉêì äè ÜóÜìö ëÜìäêÖL òâäÑâ 

âÜ îñëëçäÜî äèÜçÇîïäÑçö äè Ç ÑêéëÜïäïäóÜ çÇÉêì éÇìåÜï áêì ïâÜ ÑêèïÜéëêìÇèÜêñî òÇàÜ wt. 

hêñîÜâêçÖ j äî Ççîê ÜèÖêòÜÖ òäïâ äèäïäÇç ÑÇëäïÇç kÑ 
j N cÇëäïÇç äè âêñîÜâêçÖ j ÇÑÑñéñçÇïÜî 

ÇÑÑêìÖäèà ïê 

bü å n9kt
j 
åü D bü − δ9kt

j å it, 

òâäÑâ òÜ ÇëëìêôäéÇïÜ Éö 

kt
j 
åü D bü − δ − n9kt

j å it. HRNQVI 

hêñîÜâêçÖî ìÜèï ïâÜ ÑÇëäïÇç ïâÜö êòè ïê <ìéî äè Ç ÑêéëÜïäïäóÜ ìÜèïÇç éÇìåÜï áêì Ç 

HàìêîîI ìÜèïÇç ìÇïÜ rt. 

/	 tâÜ âêñîÜâêçÖ éÇö Ççîê âêçÖ îïêÑåî êá îêéÜ <ìéî äè ïâÜ ÜÑêèêéöN lÜï πjt ÉÜ ïâÜ 

ÖäóäÖÜèÖî H<ìé ëìê<ïîI ïâÇï âêñîÜâêçÖ j ìÜÑÜäóÜ äè ëÜìäêÖ t. aî äï òäçç ÉÜÑêéÜ ÑçÜÇì 

çÇïÜì êèL äï äî òäïâêñï Çèö çêîî êá àÜèÜìÇçäïö ïê ÇîîñéÜ ïâÇï ïâÜìÜ äî èê ïìÇÖÜ êá îïêÑåîN 



Htâäî äî ÉÜÑÇñîÜ ïâÜ óÇçñÜ êá <ìéî îïêÑåî òäçç ÉÜ õÜìê äè ÜíñäçäÉìäñé ÇèÖ ïâñî ïâÜ óÇçñÜ 

êá Çèö îïêÑå ïìÇèîÇÑïäêèî òäçç ÉÜ Ççîê õÜìêNI wÜ ïâñî ÇîîñéÜ ïâÇï âêñîÜâêçÖ j âêçÖî Ç 

<ôÜÖ áìÇÑïäêè αj êá ïâÜ ÇààìÜàÇïÜ äèÖÜô êá îïêÑåî äè ïâÜ ÜÑêèêéöL îê ïâÇï πjt D αj Πt, 

òâÜìÜ Πt ÇìÜ ÇààìÜàÇïÜ ëìê<ïîN oá ÑêñìîÜL 
r 
αj dj D ü. 

/	 tâÜ âêñîÜâêçÖ ñîÜî äïî äèÑêéÜ ïê <èÇèÑÜ ÜäïâÜì Ñêèîñéëïäêè êì äèóÜîïéÜèï äè èÜò 

ÑÇëäïÇçZ 

cjt å ijt D yt
j . 

têïÇç ëÜìMâÜÇÖ äèÑêéÜ áêì âêñîÜâêçÖ j äè ëÜìäêÖ t äî îäéëçö 

yt
j D wt å rtkt

j å πjt . HRNQWI 

cêéÉäèäèàL òÜ ÑÇè òìäïÜ ïâÜ ÉñÖàÜï ÑêèîïìÇäèï êá âêñîÜâêçÖ j äè ëÜìäêÖ t Çî 

cjt å ijt D wt å rtkt
j å πjt HRNQXI 

/	 fäèÇççöL ïâÜ Ñêèîñéëïäêè ÇèÖ äèóÜîïéÜèï ÉÜâÇóäêì êá âêñîÜâêçÖ äî Ç îäéëçäîïäÑ çäèÜÇì 

ìñçÜN tâÜö îÇóÜ áìÇÑïäêè s ÇèÖ ÑêèîñéÜ ïâÜ ìÜîïZ 

cjt D bü − s9yt
j ÇèÖ ijt D syt

i . HRNQYI 

RNRNR fäìéî 

/	 tâÜìÜ äî Çè ÇìÉäïìÇìö èñéÉÜì Mt êá <ìéî äè ëÜìäêÖ t, äèÖÜôÜÖ Éö m ∈ ÇÑ,Mtç. fäìéî 

Üéëçêö çÇÉêì ÇèÖ ìÜèï ÑÇëäïÇç äè ÑêéëÜïäïäóÜ çÇÉêì ÇèÖ ÑÇëäïÇç éÇìåÜïîL âÇóÜ ÇÑÑÜîî 

ïê ïâÜ îÇéÜ èÜêÑçÇîîäÑÇç ïÜÑâèêçêàöL ÇèÖ ëìêÖñÑÜ Ç âêéêàÜèÜêñî àêêÖ ïâÇï ïâÜö îÜçç 

ÑêéëÜïäïäóÜçö ïê ïâÜ âêñîÜâêçÖî äè ïâÜ ÜÑêèêéöN 
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/ lÜï Kt
m ÇèÖ Lmt ÖÜèêïÜ ïâÜ Çéêñèï êá ÑÇëäïÇç ÇèÖ çÇÉêì ïâÇï <ìé m Üéëçêöî äè ëÜìäêÖ 

t. tâÜèL ïâÜ ëìê<ïî êá ïâÇï <ìé äè ëÜìäêÖ t ÇìÜ àäóÜè Éö 

Πmt D F bKt
m, Lmt 9 − rtKt

m − wtL
m
t . 

/ tâÜ <ìéî îÜÜåî ïê éÇôäéäõÜ ëìê<ïîN tâÜ focî áêì Çè äèïÜìäêì îêçñïäêè ìÜíñäìÜ 

FK bKt
m, Lmt 9 D  rt. HRNRPI 

FLbKt
m, Lmt 9 D  wt. HRNRQI 

/	 rÜéÜéÉÜì ïâÇï ïâÜ éÇìàäèÇç ëìêÖñÑïî ÇìÜ âêéêàÜèêñî êá ÖÜàìÜÜ õÜìê[ ïâÇï äîL ïâÜö 

ÖÜëÜèÖ êèçö êè ïâÜ ÑÇëäïÇçMçÇÉêì ìÇïäêN iè ëÇìïäÑñçÇìL FK äî Ç ÖÜÑìÜÇîäèà áñèÑïäêè êá 

Kt
m/Lmt ÇèÖ FL äî Çè äèÑìÜÇîäèà áñèÑïäêè êá Kt

m/Lmt . eÇÑâ êá ïâÜ ÇÉêóÜ ÑêèÖäïäêèî ïâñî 

ëäèî Öêòè Ç ñèäíñÜ ÑÇëäïÇçMçÇÉêì ìÇïäê Kt
m/Lmt . fêì Çè äèïÜìäêì îêçñïäêè ïê ïâÜ <ìéîG 

ëìêÉçÜé ïê ÜôäîïL äï éñîï ÉÜ ïâÇï rt ÇèÖ wt ÇìÜ ÑêèîäîïÜèïL ïâÇï äîL ïâÜö äéëçö ïâÜ îÇéÜ 

Kt
m/Lmt . tâäî äî ïâÜ ÑÇîÜ äá ÇèÖ êèçö äá ïâÜìÜ äî îêéÜ Xt ∈ bÑ, ∞9 îñÑâ ïâÇï 

rt D f ;bXt9 HRNRRI 

wt D f bXt9 − f ;bXt9Xt HRNRSI 

òâÜìÜ f bk9 ≡ F bk, ü9E ïâäî áêççêòî áìêé ïâÜ ëìêëÜìïäÜî FK bK,L9 D  f ;bK/L9 ÇèÖ 

FLbK,L9 D  f bK/L9 − f ;bK/L9 ! bK/L9, òâäÑâ òÜ ÜîïÇÉçäîâÜÖ ÜÇìçäÜìN 

/ iá H__IMH__I ÇìÜ îÇïäî<ÜÖL ïâÜ focî ìÜÖñÑÜ ïê Kt
m/Lmt D Xt, êì 

Kt
m D XtL

m
t . HRNRTI 

tâÇï äîL ïâÜ focî ëäè Öêòè ïâÜ ÑÇëäïÇç çÇÉêì ìÇïäê áêì ÜÇÑâ <ìé bKt
m/Lmt 9L Éñï èêï ïâÜ 

îäõÜ êá ïâÜ <ìé bLmt 9N mêìÜêóÜìL ÉÜÑÇñîÜ Ççç <ìéî âÇóÜ ÇÑÑÜîî ïê ïâÜ îÇéÜ ïÜÑâèêçêàöL 

ïâÜö ñîÜ ÜôÇÑïçö ïâÜ îÇéÜ ÑÇëäïÇçMçÇÉêì ìÇïäêN 



/ bÜîäÖÜîL H__I ÇèÖ H__I äéëçö 

rtXt å wt D f bXt9. HRNRUI 

iï áêççêòî ïâÇï 

rtKt
m å wtL

m
t D brtXt å wt9L

m
t D f bXt9L

m
t D F bKt

m, Lmt 9, 

ÇèÖ ïâÜìÜáêìÜ 

Πmt D Lmt Çf bXt9 − rtXt − wtç D Ñ. HRNRVI 

tâÇï äîL òâÜè H__IMH__I ÇìÜ îÇïäî<ÜÖL ïâÜ éÇôäéÇç ëìê<ïî ïâÇï Çèö <ìé éÇåÜî ÇìÜ 

ÜôÇÑïçö õÜìêL ÇèÖ ïâÜîÜ ëìê<ïî ÇìÜ ÇïïÇäèÜÖ áêì Çèö <ìé îäõÜ Çî çêèà Çî ïâÜ ÑÇëäïÇçM 

çÇÉêì ìÇïäê äî êëïäéÇç iá äèîïÜÇÖ H__IMH__I òÜìÜ óäêçÇïÜÖL ïâÜè ÜäïâÜì rtXt å wt < f  bXt9, 

äè òâäÑâ ÑÇîÜ ïâÜ <ìé ÑêñçÖ éÇåÜ äè<èäïÜ ëìê<ïîL êì rtXt å wt > f  bXt9, äè òâäÑâ ÑÇîÜ 

êëÜìÇïäèà Ç <ìé êá Çèö ëêîäïäóÜ îäõÜ òêñçÖ ÜèïÇäç îïìäÑïçö èÜàÇïäóÜ ëìê<ïîN 

RNRNS mÇìåÜï cçÜÇìäèà 

/ tâÜ ÑÇëäïÇç éÇìåÜï ÑçÜÇìî äá ÇèÖ êèçö äá z Mt 
z ü 

Kt
mdm D bü å n9tkt

j dj 
Ñ Ñ 

eíñäóÇçÜèïçöL z Mt 

Kt
mdm D Kt HRNRWI 

Ñ 

òâÜìÜ Kt ≡ 
r 
Ñ 
Lt kt

j dj äî ïâÜ ÇààìÜàÇïÜ ÑÇëäïÇç îïêÑå äè ïâÜ ÜÑêèêéöN 

/ tâÜ çÇÉêì éÇìåÜïL êè ïâÜ êïâÜì âÇèÖL ÑçÜÇìî äá ÇèÖ êèçö äá z Mt 
z ü 

Lmt dm D bü å n9tdj 
Ñ Ñ 
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eíñäóÇçÜèïçöL z Mt 

Ñ 
Lmt dm D Lt HRNRXI 

òâÜìÜ Lt äî ïâÜ îäõÜ êá ïâÜ çÇÉêì áêìÑÜ äè ïâÜ ÜÑêèêéöN 

RNRNT gÜèÜìÇç eíñäçäÉìäñéZ dÜ<èäïäêè 

/	 tâÜ ÖÜ<èäïäêè êá Ç àÜèÜìÇç ÜíñäçäÉìäñé äî éêìÜ éÜÇèäèàáñç òâÜè âêñîÜâêçÖî êëïäéäõÜ 

ïâÜäì ÉÜâÇóäêì HéÇôäéäõÜ ñïäçäïöI ìÇïâÜì ïâÇè ÉÜäèà ÇñïêéÇïÇ HéÜÑâÇèäÑÇççö îÇóÜ Ç 

ÑêèîïÇèï áìÇÑïäêè êá äèÑêéÜIN nêèÜïâÜçÜîîL äï äî ÇçòÇöî äéëêìïÇèï ïê âÇóÜ ÑçÜÇì äè éäèÖ 

òâÇï äî ïâÜ ÖÜ<èäïäêè êá ÜíñäçäÉìäñé äè Çèö éêÖÜçN fêì ïâÜ ÖÜÑÜèïìÇçäõÜÖ óÜìîäêè êá ïâÜ 

sêçêò éêÖÜçL òÜ çÜïZ 

dÜ<èäïäêè T aè ÜíñäçäÉìäñé êá ïâÜ ÜÑêèêéö äî Çè ÇççêÑÇïäêè ábktj , cjt , itj 9j∈ÇÑ,üç, bKt
m, Lmt 9m∈ÇÑ,Mtçà∞¡tDÑ, 

Ç ÖäîïìäÉñïäêè êá ëìê<ïî ábπjt 9j∈ÇÑ,üçà, ÇèÖ Ç ëìäÑÜ ëÇïâ árt, wtà∞¡tDÑ îñÑâ ïâÇï 

HäI gäóÜè árt, wtà∞¡ t à∞¡tDÑ ÇèÖ áπj tDÑL ïâÜ ëÇïâ áktj , cjt , ijt à äî ÑêèîäîïÜèï òäïâ ïâÜ ÉÜâÇóäêì êá 

âêñîÜâêçÖ jL áêì ÜóÜìö j. 

HääI bKt
m, Lmt 9 éÇôäéäõÜî <ìé ëìê<ïîL áêì ÜóÜìö m ÇèÖ t. 

HäääI tâÜ ÑÇëäïÇç ÇèÖ çÇÉêì éÇìåÜïî ÑçÜÇì äè ÜóÜìö ëÜìäêÖ 

HäóI aààìÜàÇïÜ ÖäóäÖÜèÖî ÜíñÇç ÇààìÜàÇïÜ ëìê<ïîN 

RNRNU	 gÜèÜìÇç eíñäçäÉìäñéZ eôäîïÜèÑÜL uèäíñÜèÜîîL ÇèÖ câÇìÇÑM 

ïÜìäõÇïäêè 

/ iè ïâÜ èÜôïL òÜ ÑâÇìÇÑïÜìäõÜ ïâÜ ÖÜÑÜèïìÇçäõÜÖ ÜíñäçäÉìäñé ÇççêÑÇïäêèîZ 

pìêëêîäïäêè U fêì Çèö äèäïäÇç ëêîäïäêèî bkÑ 
j 9j∈ÇÑ,üç, Çè ÜíñäçäÉìäñé ÜôäîïîN tâÜ ÇççêÑÇïäêè êá 

ëìêÖñÑïäêè ÇÑìêîî <ìéî äî äèÖÜïÜìéäèÇïÜL Éñï ïâÜ ÜíñäçäÉìäñé äî ñèäíñÜ Çî ìÜàÇìÖî ÇààìÜàÇïÜ 



ÇèÖ âêñîÜâêçÖ ÇççêÑÇïäêèîN tâÜ ÑÇëäïÇçMçÇÉêì ìÇïäê äè ïâÜ ÜÑêèêéö äî àäóÜè Éö áktà∞¡tDÑ îñÑâ 

ïâÇï 

ktåü D Gbkt9 HRNRYI r 
áêì Ççç t ≥ Ñ ÇèÖ kÑ D kÑ 

j dj âäîïêìäÑÇççö àäóÜèL òâÜìÜ Gbk9 ≡ sf bk9åbü−δ−n9k. eíñäçäÉìäñé 

àìêòïâ äî àäóÜè Éö 
ktåü − kt

γt ≡ D γbkt9, HRNSPI 
kt 

òâÜìÜ γbk9 ≡ sφbk9 − bδ å n9, φbk9 ≡ f bk9/k. fäèÇççöL ÜíñäçäÉìäñé ëìäÑÜî ÇìÜ àäóÜè Éö 

rt D rbkt9 ≡ f ;bkt9, HRNSQI 

wt D wbkt9 ≡ f bkt9 − f ;bkt9kt, HRNSRI 

òâÜìÜ r;bk9 < Ñ < w;bk9. 

pìêêáN wÜ <ìîï ÑâÇìÇÑïÜìäõÜ ïâÜ ÜíñäçäÉìäñéL Çîîñéäèà äï ÜôäîïîN 

uîäèà Kt
m D XtLmt Éö HRNRTIL òÜ ÑÇè òìäïÜ ïâÜ ÇààìÜàÇïÜ ÖÜéÇèÖ áêì ÑÇëäïÇç Çî z Mt 

Kt
mdm D Xt 

z Mt 

Ñ 
Lmdmt 

Ñ 

fìêé ïâÜ çÇÉêì éÇìåÜï ÑçÜÇìäèà ÑêèÖäïäêè HRNRXIL z Mt 

Lmt dm D Lt. 
Ñ 

cêéÉäèäèàL òÜ äèáÜì
 z Mt 

Ñ 
Kt
mdm D XtLt, 

ÇèÖ îñÉîïäïñïäèà äè ïâÜ ÑÇëäïÇç éÇìåÜï ÑçÜÇìäèà ÑêèÖäïäêè HRNRWIL òÜ ÑêèÑçñÖÜ 

XtLt D Kt, 



14.451 Lecture Notes 

òâÜìÜ Kt ≡ 
r 
Ñ 
Lt kt

j dj ÖÜèêïÜî ïâÜ ÇààìÜàÇïÜ ÑÇëäïÇç îïêÑåN eíñäóÇçÜèïçöL çÜïïäèà kt ≡ Kt/Lt 

ÖÜèêïÜ ïâÜ ÑÇëäïÇçMçÇÉêì ìÇïäê äè ïâÜ ÜÑêèêéöL òÜ âÇóÜ 

Xt D kt. HRNSSI 

tâÇï äîL Ççç <ìéî ñîÜ ïâÜ îÇéÜ ÑÇëäïÇçMçÇÉêì ìÇïäê Çî ïâÜ ÇààìÜàÇïÜ êá ïâÜ ÜÑêèêéöN 

sñÉîïäïñïäèà HRNSSI äèïê HRNRRI ÇèÖ HRNRSI òÜ äèáÜì ïâÇï ÜíñäçäÉìäñé ëìäÑÜî ÇìÜ àäóÜè Éö 

rt D rbkt9 ≡ f ;bkt9 D  FK bkt, ü9 

wt D wbkt9 ≡ f bkt9 − f ;bkt9kt D FLbkt, ü9 

nêïÜ ïâÇï r;bk9 D  f ;;bk9 D  FKK < Ñ ÇèÖ w;bk9 D  −f ;;bk9k D FLK > Ñ. tâÇï äîL ïâÜ äèïÜìÜîï 

ìÇïÜ äî Ç ÖÜÑìÜÇîäèà áñèÑïäêè êá ïâÜ ÑÇëäïÇçMçÇÉêì ìÇïäê ÇèÖ ïâÜ òÇàÜ ìÇïÜ äî Çè äèÑìÜÇîäèà 

áñèÑïäêè êá ïâÜ ÑÇëäïÇçMçÇÉêì ìÇïäêN tâÜ <ìîï ëìêëÜìïäÜî ìÜ=ÜÑïî Öäéäèäîâäèà ìÜïñìèîL ïâÜ 

îÜÑêèÖ ìÜ=ÜÑïî ïâÜ ÑêéëçÜéÜèïÇìäïö êá ÑÇëäïÇç ÇèÖ çÇÉêìN 

aÖÖäèà ñë ïâÜ ÉñÖàÜï ÑêèîïìÇäèïî êá ïâÜ âêñîÜâêçÖîL òÜ àÜï 

Ct å It D rtKt å wtLt å 
z 
πjt dj, 

òâÜìÜ Ct ≡ 
r 
cjt dj ÇèÖ It ≡ 

r 
ijt dj. aààìÜàÇïÜ ÖäóäÖÜèÖî éñîï ÜíñÇç ÇààìÜàÇïÜ ëìê<ïîL r 

πjt dj D 
r 
Πmt dj. bö HRNRVIL ëìê<ïî áêì ÜÇÑâ <ìé ÇìÜ õÜìêN tâÜìÜáêìÜL 

r 
πt
j dj D Ñ, äéëçöäèà 

Ct å It D Yt D rtKt å wtLt 

eíñäóÇçÜèïçöL äè ëÜìMÑÇëäïÇ ïÜìéîL 

ct å it D yt D rtkt å wt. 

fìêé HRNRUI ÇèÖ HRNSSIL êì ÜíñäóÇçÜèïçö áìêé HRNSQI ÇèÖ HRNSRIL 

rtkt å wt D yt D f bkt9 



wÜ ÑêèÑçñÖÜ ïâÇï ïâÜ âêñîÜâêçÖ ÉñÖàÜïî äéëçö 

ct å it D f bkt9, 

òâäÑâ äî îäéëçö ïâÜ ìÜîêñìÑÜ ÑêèîïìÇäèï êá ïâÜ ÜÑêèêéöN 

aÖÖäèà ñë ïâÜ äèÖäóäÖñÇç ÑÇëäïÇç ÇÑÑñéñçÇïäêè ìñçÜî HRNQVIL òÜ àÜï ïâÜ ÑÇëäïÇç ÇÑÑñéñM 

çÇïäêè ìñçÜ áêì ïâÜ ÇààìÜàÇïÜ êá ïâÜ ÜÑêèêéöN iè ëÜìMÑÇëäïÇ ïÜìéîL 

ktåü D bü − δ − n9kt å it 

aÖÖäèà ñë HRNQYI ÇÑìêîî âêñîÜâêçÖL òÜ îäéäçÇìçö äèáÜì 

it D syt D sf bkt9. 

cêéÉäèäèàL òÜ ÑêèÑçñÖÜ 

ktåü D sf bkt9 å bü − δ − n9kt D Gbkt9, 

òâäÑâ äî ÜôÇÑïçö ïâÜ îÇéÜ Çî äè ïâÜ ÑÜèïìÇçäõÜÖ ÇççêÑÇïäêèN 

fäèÇççöL ÜôäîïÜèÑÜ ÇèÖ ñèäíñÜèÜîî äî èêò ïìäóäÇçN HRNRYI éÇëî Çèö kt ∈ bÑ, ∞9 ïê Ç ñèäíñÜ 

ktåü ∈ bÑ, ∞9. säéäçÇìçöL HRNSQI ÇèÖ HRNSRI éÇë Çèö kt ∈ bÑ, ∞9 ïê ñèäíñÜ rt, wt ∈ bÑ, ∞9. r 
tâÜìÜáêìÜL àäóÜè Çèö äèäïäÇç kÑ D kÑ 

j dj, ïâÜìÜ Üôäîï ñèäíñÜ ëÇïâî áktà∞¡ tDÑ NtDÑ ÇèÖ árt, wtà∞¡

gäóÜè árt, wtà∞¡tDÑ, ïâÜ ÇççêÑÇïäêè áktj , cjt , ijt à áêì Çèö âêñîÜâêçÖ j äî ïâÜè ñèäíñÜçö ÖÜïÜìéäèÜÖ 

Éö HRNQVIL HRNQWIL ÇèÖ HRNQYIN fäèÇççöL Çèö ÇççêÑÇïäêè bKt
m, Lmt 9m∈ÇÑ,Mtç êá ëìêÖñÑïäêè ÇÑìêîî 

<ìéî äè ëÜìäêÖ t äî ÑêèîäîïÜèï òäïâ ÜíñäçäÉìäñé Çî çêèà Çî Kt
m D ktLmt N qed 

/	 aè äééÜÖäÇïÜ äéëçäÑÇïäêè äî ïâÇï ïâÜ ÖÜÑÜèïìÇçäõÜÖ éÇìåÜï ÜÑêèêéö ÇèÖ ïâÜ ÑÜèïìÇçäõÜÖ 

ÖäÑïÇïêìäÇç ÜÑêèêéö ÇìÜ äîêéêìëâäÑZ 

pìêëêîäïäêè V tâÜ ÇààìÜàÇïÜ ÇèÖ ëÜìMÑÇëäïÇ ÇççêÑÇïäêèî äè ïâÜ ÑêéëÜïäïäóÜ éÇìåÜï ÜÑêèêéö 

ÑêäèÑäÖÜ òäïâ ïâêîÜ äè ïâÜ ÖäÑïÇïêìäÇç ÜÑêèêéöN 
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pìêêáN fêççêòî ÖäìÜÑïçö áìêé ïâÜ áÇÑï ïâÇï G äî ïâÜ îÇéÜ ñèÖÜì Éêïâ ìÜàäéÜîL ëìêóäÖÜÖ êá 

ÑêñìîÜ ïâÇï bs, δ, n, f 9 ÇìÜ ïâÜ îÇéÜN qed 

/	 gäóÜè ïâäî äîêéêìëâäîéL òÜ ÑÇè äééÜÖäÇïÜçö ïìÇèîçÇïÜ ïâÜ îïÜÇÖö îïÇïÜ ÇèÖ ïâÜ ïìÇèM 

îäïäêèÇç ÖöèÇéäÑî êá ïâÜ ÑÜèïìÇçäõÜÖ ëçÇè ïê ïâÜ îïÜÇÖö îïÇïÜ ÇèÖ ïâÜ ïìÇèîäïäêèÇç ÖöM 

èÇéäÑî êá ïâÜ ÖÜÑÜèïìÇçäõÜÖ éÇìåÜï ÇççêÑÇïäêèîZ 

cêìêççÇìö W sñëëêîÜ δ å n ∈ bÑ, ü9 ÇèÖ s ∈ bÑ, ü9. a îïÜÇÖö îïÇïÜ bc∗, k∗9 ∈ bÑ, ∞9O áêì ïâÜ 

ÑêéëÜïäïäóÜ ÜÑêèêéö Üôäîïî ÇèÖ äî ñèäíñÜL ÇèÖ ÑêäèÑäÖÜî òäïâ ïâÇï êá ïâÜ îêÑäÇç ëçÇèèÜìN k∗¡

ÇèÖ y∗¡ äèÑìÜÇîÜ òäïâ s ÇèÖ ÖÜÑìÜÇîÜ òäïâ δ ÇèÖ n, òâÜìÜÇî c∗¡ äî èêèMéêèêïêèäÑ òäïâ s ÇèÖ 

ÖÜÑìÜÇîÜî òäïâ δ ÇèÖ n. fäèÇççöL y∗/k∗¡ D bδ å n9/s. 

cêìêççÇìö X gäóÜè Çèö äèäïäÇç kÑ ∈ bÑ, ∞9, ïâÜ ÑêéëÜïäïäóÜ ÜÑêèêéö ÑêèóÜìàÜî ÇîöéëïêïäM 
ÑÇççö ïê ïâÜ îïÜÇÖö îïÇïÜN tâÜ ïìÇèîäïäêè äî éêèêïêèäÑN tâÜ ÜíñäçäÉìäñé àìêòïâ ìÇïÜ äî ëêîäïäóÜ 

ÇèÖ ÖÜÑìÜÇîÜî êóÜì ïäéÜ ïêòÇìÖî õÜìê äá kÑ < k
∗E äï äî èÜàÇïäóÜ ÇèÖ äèÑìÜÇîÜî êóÜì ïäéÜ ïêòÇìÖî 

õÜìê äá kÑ > k
∗N 

RNS sâêÑåî ÇèÖ pêçäÑäÜî 

/	 tâÜ sêçêò éêÖÜç ÑÇè ÉÜ äèïÜìëìÜïÜÖ Ççîê Çî Ç ëìäéäïäóÜ rbc éêÖÜçN wÜ ÑÇè ñîÜ ïâÜ 

éêÖÜç ïê ëìÜÖäÑï ïâÜ ìÜîëêèîÜ êá ïâÜ ÜÑêèêéö ïê ëìêÖñÑïäóäïö êì ïÇîïÜ îâêÑåîL êì ïê 

îâêÑåî äè àêóÜìèéÜèï ëêçäÑäÜîN 

RNSNQ pìêÖñÑïäóäïö ÇèÖ tÇîïÜ sâêÑå 

/ pìêÖñÑïäóäïö îâêÑåîZ cêèîäÖÜì Ç ëêîäïäóÜ HèÜàÇïäóÜI îâêÑå äè ëìêÖñÑïäóäïöL ÜäïâÜì ïÜéM 

ëêìÇìö êì ëÜìéÇèÜèïN tâÜ γbk9 áñèÑïäêè îâäáïî ñë HÖêòèIL ÜäïâÜì ïÜìéëêìÇìçö êì ëÜìM 



éÇèÜèïçöN wâÇï ÇìÜ ïâÜ ÜffÜÑïî êè ïâÜ îïÜÇÖö îïÇïÜ ÇèÖ ïâÜ ïìÇèîäïäêèÇç ÖöèÇéäÑîL äè 

ÜäïâÜì ÑÇîÜ_ 

/	 tÇîïÜ îâêÑåîZ cêèîäÖÜì Ç ïÜéëêìÇìö áÇçç äè ïâÜ îÇóäèà ìÇïÜN tâÜ γbk9 áñèÑïäêè îâäáïî 

Öêòè áêì Ç òâäçÜL ÇèÖ ïâÜè ìÜïñìè ïê äïî äèäïäÇç ëêîäïäêèN wâÇï ïâÜ ïìÇèîäïäêèÇç ÖöèÇéM 

äÑî_ 

RNSNR uèëìêÖñÑïäóÜ gêóÜìèéÜèï sëÜèÖäèà 

/ lÜï ñî èêò äèïìêÖñÑÜ Ç àêóÜìèéÜèï äè ïâÜ ÑêéëÜïäïäóÜ éÇìåÜï ÜÑêèêéöN tâÜ àêóÜìèM 

éÜèï îëÜèÖî ìÜîêñìÑÜî òäïâêñï ÑêèïìäÉñïäèà ïê ëìêÖñÑïäêè êì ÑÇëäïÇç ÇÑÑñéñçÇïäêèN 

/ tâÜ ìÜîêñìÑÜ ÑêèîïìÇäèï êá ïâÜ ÜÑêèêéö èêò ÉÜÑêéÜî 

ct å gt å it D yt D f bkt9, 

òâÜìÜ gt ÖÜèêïÜî àêóÜìèéÜèï ÑêèîñéëïäêèN iï áêççêòî ïâÇï ïâÜ ÖöèÇéäÑî êá ÑÇëäïÇç ÇìÜ 

àäóÜè Éö 

ktåü − kt D f bkt9 − bδ å n9kt − ct − gt 

/	 gêóÜìèéÜèï îëÜèÖäèà äî <èÇèÑÜÖ òäïâ ëìêëêìïäêèÇç äèÑêéÜ ïÇôÇïäêèL Çï ìÇïÜ τ ≥ Ñ. 

tâÜ àêóÜìèéÜèï ïâñî ÇÉîêìÉî Ç áìÇÑïäêè τ êá ÇààìÜàÇïÜ êñïëñïZ 

gt D τyt. 

/ däîëêîÇÉçÜ äèÑêéÜ áêì ïâÜ ìÜëìÜîÜèïÇïäóÜ âêñîÜâêçÖ äî bü − τ 9yt. wÜ ÑêèïäèñÜ ïê ÇîîñéÜ 

ïâÇï Ñêèîñéëïäêè ÇèÖ äèóÜîïéÜèï ÇÉîêìÉ áìÇÑïäêèî ü − s ÇèÖ s êá ÖäîëêîÇÉçÜ äèÑêéÜZ 

ct D bü − s9bü − τ 9yt. 
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/ cêéÉäèäèà ïâÜ ÇÉêóÜL òÜ ÑêèÑçñÖÜ ïâÇï ïâÜ ÖöèÇéäÑî êá ÑÇëäïÇç ÇìÜ èêò àäóÜè Éö 

ktåü − kt
γt D D sbü − τ 9φbkt9 − bδ å n9. 

kt 

òâÜìÜ φbk9 ≡ f bk9/k. gäóÜè s ÇèÖ kt, ïâÜ àìêòïâ ìÇïÜ γt ÖÜÑìÜÇîÜî òäïâ τ .  

/ a îïÜÇÖö îïÇïÜ Üôäîïî áêì Çèö τ ∈ ÇÑ, ü9 ÇèÖ äî àäóÜè Éö 2 3 
δ å n∗ k D φ−ü . 
sbü − τ 9 

gäóÜè s, k∗ ÖÜÑìÜÇîÜî òäïâ τ .  

/	 pêçäÑö sâêÑåîZ cêèîäÖÜì Ç ïÜéëêìÇìö îâêÑå äè àêóÜìèéÜèï ÑêèîñéëïäêèN wâÇï ÇìÜ ïâÜ 

ïìÇèîäïäêèÇç ÖöèÇéäÑî_ 

RNSNS pìêÖñÑïäóÜ gêóÜìèéÜèï sëÜèÖäèà 

/ sñëëêîÜ èêò ïâÇï ëìêÖñÑïäêè äî àäóÜè Éö 

β yt D f bkt, gt9 D  kt
α gt , 

òâÜìÜ α >  Ñ, β > Ñ, ÇèÖ α å β <  ü. gêóÜìèéÜèï îëÜèÖäèà ÑÇè ïâñî ÉÜ äèïÜìëìÜïÜÖ Çî 

äèáìÇîïìñÑïñìÜ êì êïâÜì ëìêÖñÑïäóÜ îÜìóäÑÜîN tâÜ ìÜîêñìÑÜ ÑêèîïìÇäèï äî 

ct å gt å it D yt D f bkt, gt9. 

/	wÜ ÇîîñéÜ ÇàÇäè ïâÇï àêóÜìèéÜèï îëÜèÖäèà äî <èÇèÑÜÖ òäïâ ëìêëêìïäêèÇç äèÑêéÜ ïÇôM 

Çïäêè Çï ìÇïÜ τ ,  ÇèÖ ïâÇï ëìäóÇïÜ Ñêèîñéëïäêè ÇèÖ äèóÜîïéÜèï ÇìÜ áìÇÑïäêèî ü − s ÇèÖ 

s êá ÖäîëêîÇÉçÜ âêñîÜâêçÖ äèÑêéÜZ 

gt D τyt. 

ct D bü − s9bü − τ 9yt 

it D sbü − τ 9yt 



β/ sñÉîïäïñïäèà gt D τyt äèïê yt D kt
αgt ÇèÖ îêçóäèà áêì yt, òÜ äèáÜì 

α β 

yt D kt
1−β τ 1−β ≡ kt

aτ b 

òâÜìÜ a ≡ α/bü−β9 ÇèÖ b ≡ β/bü−β9. nêïÜ ïâÇï a > α, ìÜ=ÜÑïäèà ïâÜ ÑêéëçÜéÜèïÇìäïö 

ÉÜïòÜÜè àêóÜìèéÜèï îëÜèÖäèà ÇèÖ ÑÇëäïÇçN 

/ wÜ ÑêèÑçñÖÜ ïâÇï ïâÜ àìêòïâ ìÇïÜ äî àäóÜè Éö 

γt D 
ktåü − kt 

D sbü − τ 9τ bkt
a−ü − bδ å n9. 

kt 

tâÜ îïÜÇÖö îïÇïÜ äî 2 
sbü − τ 9τ b 

3ü/bü−a9 
∗ k D . 

δ å n 

/ cêèîäÖÜì ïâÜ ìÇïÜ τ ïâÇï éÇôäéäõÜî ÜäïâÜì k∗ , êì γt áêì Çèö àäóÜè kt. tâäî äî àäóÜè Éö 

d 
dτ 
Çbü − τ 9τ bç D Ñ  ⇔ 

bτ b−ü − bü å b9τ b D Ñ  ⇔ 

τ D b/bü å b9 D  β. 

tâÇï äîL ïâÜ 0êëïäéÇç1 τ ÜíñÇçî ïâÜ ÜçÇîïäÑäïö êá ëìêÖñÑïäêè òäïâ ìÜîëÜÑï ïê àêóÜìèM 

éÜèï îÜìóäÑÜîN tâÜ éêìÜ ëìêÖñÑïäóÜ àêóÜìèéÜèï îÜìóäÑÜî ÇìÜL ïâÜ âäàâÜì ïâÜäì êëïäéÇç 

ëìêóäîäêèN 

RNT cêèïäèñêñî täéÜ ÇèÖ cêèÖäïäêèÇç cêèóÜìàÜèÑÜ 

RNTNQ tâÜ sêçêò mêÖÜç äè cêèïäèñêñî täéÜ 

/ rÜÑÇçç ïâÇï ïâÜ ÉÇîäÑ àìêòïâ ÜíñÇïäêè äè ïâÜ ÖäîÑìÜïÜMïäéÜ sêçêò éêÖÜç äî 

ktåü − kt 
D γbkt9 ≡ sφbkt9 − bδ å n9. 

kt 
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wÜ òêñçÖ ÜôëÜÑï Ç îäéäçÇì ÑêèÖäïäêè ïê âêçÖ ñèÖÜì Ñêèïäèñêñî ïäéÜN wÜ óÜìäáö ïâäî 

ÉÜçêòN 

/ tâÜ ìÜîêñìÑÜ ÑêèîïìÇäèï êá ïâÜ ÜÑêèêéö äî 

C å I D Y D F bK,L9. 

iè ëÜìMÑÇëäïÇ ïÜìéîL 

c å i D y D f bk9. 

/ pêëñçÇïäêè àìêòïâ äî èêò àäóÜè Éö 
L$ 
D n 

L 

ÇèÖ ïâÜ çÇò êá éêïäêè áêì ÇààìÜàÇïÜ ÑÇëäïÇç äî 

K$ D I − δK 

/ lÜï k ≡ K/L. tâÜèL 
k$ K$ L$ 
D − . 

k K L 

sñÉîïäïñïäèà áìêé ïâÜ ÇÉêóÜL òÜ äèáÜì 

k$ D i − bδ å n9k. 

cêéÉäèäèà ïâäî òäïâ 

i D sy D sf bk9, 

òÜ ÑêèÑçñÖÜ 

k$ D sf bk9 − bδ å n9k. 



$

$

$

$

/ eíñäóÇçÜèïçöL ïâÜ àìêòïâ ìÇïÜ êá ïâÜ ÜÑêèêéö äî àäóÜè Éö 

k$ 
D γbk9 ≡ sφbk9 − bδ å n9. HRNSTI 

k


tâÜ áñèÑïäêè γbk9 ïâñî àäóÜî ïâÜ àìêòïâ ìÇïÜ êá ïâÜ ÜÑêèêéö äè ïâÜ sêçêò éêÖÜçL 

òâÜïâÜì ïäéÜ äî ÖäîÑìÜïÜ êì ÑêèïäèñêñîN 

RNTNR lêàMçäèÜÇìäõÇïäêè ÇèÖ ïâÜ cêèóÜìàÜèÑÜ rÇïÜ 

/ dÜ<èÜ z ≡ G\ k − G\ k∗ . wÜ ÑÇè ìÜòìäïÜ ïâÜ àìêòïâ ÜíñÇïäêè HRNSTI Çî 

z D Γbz9, 

òâÜìÜ 

Γbz9 ≡ γbk∗ e z 9 ≡ sφbk∗ e z 9 − bδ å n9 

nêïÜ ïâÇï Γbz9 äî ÖÜ<èÜÖ áêì Ççç z ∈ RN bö ÖÜ<èäïäêè êá k∗L ΓbÑ9 D sφbk∗9 − bδ å n9 D  

Ñ. säéäçÇìçöL Γbz9 > Ñ áêì Ççç z <  Ñ ÇèÖ Γbz9 < Ñ áêì Ççç z >  Ñ. fäèÇççöL Γ;bz9 D  

sφ;bk∗ez 9k∗ez < Ñ áêì Ççç z ∈ R. 

/ wÜ èÜôï HçêàIçäèÜÇìäõÜ z D Γbz9 ÇìêñèÖ z D Ñ d 

z D ΓbÑ9 å Γ;bÑ9 ! z 

êì ÜíñäóÇçÜèïçö 

z D λz 

òâÜìÜ òÜ îñÉîïäïñïÜÖ ΓbÑ9 D Ñ ÇèÖ çÜï λ ≡ Γ;bÑ9. 
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/ sïìÇäàâïáêìòÇìÖ ÇçàÜÉìÇ àäóÜî 

zΓ;bz9 D  sφ;bk∗ e z 9k∗ e < Ñ 4 5 
f ;bk9k − f bk9 f ;bk9k f bk9 

φ;bk9 D  D − ü − 
kO f bk9 kO 

sf bk∗9 D bδ å n9k∗ 

wÜ äèáÜì 

Γ;bÑ9 D −bü − εK 9bδ å n9 < Ñ 

òâÜìÜ εK ≡ FK K/F D f ;bk9k/f bk9 äî ïâÜ ÜçÇîïäÑäïö êá ëìêÖñÑïäêè òäïâ ìÜîëÜÑï ïê 

ÑÇëäïÇçL ÜóÇçñÇïÜÖ Çï ïâÜ îïÜÇÖöMîïÇïÜ kN 

/ wÜ ÑêèÑçñÖÜ ïâÇï 2 3 
k$ k 
D λ G\ 

k k∗ 

òâÜìÜ 

λ D −bü − εK 9bδ å n9 < Ñ 

tâÜ íñÇèïäïö −λ äî ÑÇççÜÖ ïâÜ ÑêèóÜìàÜèÑÜ ìÇïÜN 

/ nêïÜ ïâÇïL ÇìêñèÖ ïâÜ îïÜÇÖö îïÇïÜ 

y$ k$ 
D εK ! 

y k 

ÇèÖ 
y k 
D εK ! 

y∗ k∗ 

iï áêççêòî ïâÇï 2 3 
y$ y
D λ G\ 

y y∗ 

tâñîL −λ äî ïâÜ ÑêèóÜìàÜèÑÜ ìÇïÜ áêì ÜäïâÜì ÑÇëäïÇç êì êñïëñïN 



/ iè ïâÜ cêÉÉMdêñàçÇî ÑÇîÜL y D kα , ïâÜ ÑêèóÜìàÜèÑÜ ìÇïÜ äî îäéëçö 

−λ D bü − α9bδ å n9, 

òâÜìÜ α äî ïâÜ äèÑêéÜ îâÇìÜ êá ÑÇëäïÇçN nêïÜ ïâÇï Çî λ → Ñ Çî α → üN tâÇï äîL 

ÑêèóÜìàÜèÑÜ ÉÜÑêéÜî îçêòÜì ÇèÖ îçêòÜì Çî ïâÜ äèÑêéÜ îâÇìÜ êá ÑÇëäïÇç ÉÜÑêéÜî ÑçêîÜì 

ÇèÖ ÑçêîÜì ïê ü. ièÖÜÜÖL äá äï òÜìÜ α D ü, ïâÜ ÜÑêèêéö òêñçÖ Ç ÉÇçÇèÑÜÖ àìêòïâ ëÇïâN 

/ iè ïâÜ ÜôÇéëçÜ òäïâ ëìêÖñÑïäóÜ àêóÜìèéÜèï îëÜèÖäèàL y D kαgβ D kα/bü−β9τ β/bü−β9 , òÜ 

àÜï 2 3 
α −λ D ü − bδ å n9 

ü − β 

tâÜ ÑêèóÜìàÜèÑÜ ìÇïÜ ïâñî ÖÜÑìÜÇîÜî òäïâ β, ïâÜ ëìêÖñÑïäóäïö êá àêóÜìèéÜèï îÜìóäÑÜîN 

aèÖ λ → Ñ Çî β → ü − α. 

/	 cÇçäÉìÇïäêèZ iá α D )af, n  D )f bD üf ëêëñçÇïäêè àìêòïâKOf ÜôêàÜèêñî ïÜÑâèêçêàM 

äÑÇç ëìêÑÜîîIL ÇèÖ δ D af, ïâÜè −λ D pf. tâäî ÑêèïìÇÖäÑïî ïâÜ ÖÇïÇN bñï äá α D KÑf, 

ïâÜè −λ D O.Éf, òâäÑâ éÇïÑâÜî ïâÜ ÖÇïÜN 

RNU	 cìêîîMcêñèïìö däffÜìÜèÑÜî ÇèÖ cêèÖäïäêèÇç cêèM 

óÜìàÜèÑÜN 

RNUNQ mÇèåäòMrêéÜìMwÜäçZ cìêîîMcêñèïìö däffÜìÜèÑÜî 

/	 tâÜ sêçêò éêÖÜç äéëçäÜî ïâÇï îïÜÇÖöMîïÇïÜ ÑÇëäïÇçL ëìêÖñÑïäóäïöL ÇèÖ äèÑêéÜ ÇìÜ ÖÜïÜìM 

éäèÜÖ ëìäéÇìäçö Éö ïÜÑâèêçêàö bf ÇèÖ δ9, ïâÜ èÇïäêèÇç îÇóäèà ìÇïÜ bs9, ÇèÖ ëêëñçÇïäêè 

àìêòïâ bn9N 
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/	 sñëëêîÜ ïâÇï ÑêñèïìäÜî îâÇìÜ ïâÜ îÇéÜ ïÜÑâèêçêàö äè ïâÜ çêèà ìñèL Éñï ÖäffÜì äè ïÜìéî 

êá îÇóäèà ÉÜâÇóäêì ÇèÖ áÜìïäçäïö ìÇïÜîN iá ïâÜ sêçêò éêÖÜç äî ÑêììÜÑïL êÉîÜìóÜÖ ÑìêîîM 

Ñêñèïìö äèÑêéÜ ÇèÖ ëìêÖñÑïäóäïö ÖäffÜìÜèÑÜî îâêñçÖ ÉÜ ÜôëçÇäèÜÖ Éö êÉîÜìóÜÖ ÑìêîîM 

Ñêñèïìö ÖäffÜìÜèÑÜî äè s ÇèÖ n, 

/	mÇèåäòL rêéÜì ÇèÖ wÜäç ïÜîïî ïâäî âöëêïâÜîäî ÇàÇäèîï ïâÜ ÖÇïÇN iè äïGî îäéëçÜ áêìéL 

ïâÜ sêçêò éêÖÜç áÇäçî ïê ÜôëçÇäè ïâÜ çÇìàÜ ÑìêîîMÑêñèïìö ÖäîëÜìîäêè êá äèÑêéÜ ÇèÖ ëìêM 

ÖñÑïäóäïö çÜóÜçîN 

/	mÇèåäòL rêéÜì ÇèÖ wÜäç ïâÜè ÑêèîäÖÜì Çè ÜôïÜèîäêè êá ïâÜ sêçêò éêÖÜçL ïâÇï äèÑçñÖÜî 

ïòê ïöëÜî êá ÑÇëäïÇçL ëâöîäÑÇç ÑÇëäïÇç bk9 ÇèÖ âñéÇè ÑÇëäïÇç bh9. oñïëñï äî àäóÜè Éö 

y D kαhβ , 

òâÜìÜ α >  Ñ, β  > Ñ, ÇèÖ α å β <  ü. tâÜ ÖöèÇéäÑî êá ÑÇëäïÇç ÇÑÑñéñçÇïäêè ÇìÜ èêò 

àäóÜè Éö 

k$ D sk y − bδ å n9k 

h$ D shy − bδ å n9h 

òâÜìÜ sk ÇèÖ sh ÇìÜ ïâÜ äèóÜîïéÜèï ìÇïÜî äè ëâöîäÑÇç ÑÇëäïÇç ÇèÖ âñéÇè ÑÇëäïÇçL ìÜM 

îëÜÑïäóÜçöN tâÜ îïÜÇÖöMîïÇïÜ çÜóÜçî êá k, h, ÇèÖ y ïâÜè ÖÜëÜèÖ êè Éêïâ sk ÇèÖ sh, Çî 

òÜçç Çî δ ÇèÖ n. 

/	 pìêôöäèà sh Éö ÜÖñÑÇïäêè ÇïïÇäèéÜèï çÜóÜçî äè ÜÇÑâ ÑêñèïìöL mÇèåäòL rêéÜì ÇèÖ wÜäç 

<èÖ ïâÇï ïâÜ sêçêò éêÖÜç ÜôïÜèÖÜÖ áêì âñéÇè ÑÇëäïÇç ÖêÜî Ç ëìÜïïö àêêÖ ãêÉ äè ÜôM 

ëçÇäèäèà ïâÜ ÑìêîîMÑêñèïìö ÖäîëÜìîäêè êá êñïëñï ÇèÖ ëìêÖñÑïäóäïö çÜóÜçîN 



RNUNR bÇììêZ cêèÖäïäêèÇç cêèóÜìàÜèÑÜ 

/ rÜÑÇçç ïâÜ çêàMçäèÜÇìäõÇïäêè êá ïâÜ ÖöèÇéäÑî ÇìêñèÖ ïâÜ îïÜÇÖö îïÇïÜZ 

y$ 
D λ G\ 

y
. 

y y∗ 

a îäéäçÇì ìÜçÇïäêè òäçç âêçÖ ïìñÜ äè ïâÜ èÜêÑçÇîîäÑÇç àìêòïâ éêÖÜç Ç çÇ rÇéîÜöMcÇîîM 

kêêëéÇèîN λ <  Ñ ìÜ=ÜÑïî çêÑÇç Öäéäèäîâäèà ìÜïñìèîN sñÑâ çêÑÇç Öäéäèäîâäèà ìÜïñìèî 

êÑÑñì ÜóÜè äè ÜèÖêàÜèêñîMàìêòïâ éêÖÜçîN tâÜ ÇÉêóÜ ïâñî ÜôïÜèÖî òÜçç ÉÜöêèÖ ïâÜ 

îäéëçÜ sêçêò éêÖÜçN 

/ rÜòìäïÜ ïâÜ ÇÉêóÜ Çî 
∗∆ G\ y D λ G\ y − λ G\ y 

nÜôïL çÜï ñî ëìêôö ïâÜ îïÜÇÖö îïÇïÜ êñïëñï Éö Ç îÜï êá ÑêñèïìöMîëÜÑä<Ñ Ñêèïìêçî X, 

òâäÑâ äèÑçñÖÜ s, δ, n, τ ÜïÑN tâÇï äîL çÜï 

−λ G\ y ∗ ≈ β ;X. 

wÜ ÑêèÑçñÖÜ 

∆ G\ y D λ G\ y å β;X å error 

/	 tâÜ ÇÉêóÜ ìÜëìÜîÜèïî Ç ïöëäÑÇç 0bÇììê1 ÑêèÖäïäêèÇçMÑêèóÜìàÜèÑÜ ìÜàìÜîîäêèZ wÜ ñîÜ 

ÑìêîîMÑêñèïìö ÖÇïÇ ïê ÜîïäéÇïÜ λ HïâÜ ÑêèóÜìàÜèÑÜ ìÇïÜIL ïêàÜïâÜì òäïâ β HïâÜ ÜffÜÑïî 

êá ïâÜ îÇóäèà ìÇïÜL ÜÖñÑÇïäêèL ëêëñçÇïäêè àìêòïâL ëêçäÑäÜîL ÜïÑNI tâÜ ÜîïäéÇïÜÖ ÑêèóÜìM 

àÜèÑÜ ìÇïÜ äî ÇÉêñï Of ëÜì öÜÇìN 

/ däîÑñîî ïâÜ ÜffÜÑïî êá ïâÜ êïâÜì óÇìäÇÉçÜî bX9. 
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RNV mäîÑÜççÇèÜêñî 

RNVNQ tâÜ gêçÖÜè rñçÜ ÇèÖ döèÇéäÑ ièÜffiÑäÜèÑö 

/ tâÜ gêçÖÜè rñçÜZ cêèîñéëïäêè Çï ïâÜ îïÜÇÖö îïÇïÜ äî àäóÜè Éö 

c
∗ D bü − s9f bk∗9 D 


D f bk∗9 − bδ å n9k∗


sñëëêîÜ ïâÜ îêÑäÇç ëçÇèèÜì ÑâêêîÜî s îê Çî ïê éÇôäéäõÜ c∗ . säèÑÜ k∗ äî Ç éêèêïêèäÑ 

áñèÑïäêè êá s, ïâäî äî ÜíñäóÇçÜèï ïê Ñâêêîäèà k∗ îê Çî ïê éÇôäéäõÜ c∗ . nêïÜ ïâÇï 

c ∗ D f bk∗9 − bδ å n9k∗ 

äî îïìäÑïçö ÑêèÑÇóÜ äè k∗ . tâÜ foc äî ïâñî Éêïâ èÜÑÜîîÇìö ÇèÖ îñffiÑäÜèïN c∗ äî ïâñî 

éÇôäéäõÜÖ äá ÇèÖ êèçö äá k∗ D kgold, òâÜìÜ kgold îêçóÜ 

f ;bkgold9 − δ D n. 

eíñäóÇçÜèïçöL s D sgold, òâÜìÜ sgold îêçóÜî 

sgold ! φ bkgold9 D bδ å n9 

tâÜ ÇÉêóÜ äî ÑÇççÜÖ ïâÜ 0àêçÖÜè ìñçÜ1 áêì îÇóäèàîL ÇáïÜì pâÜçëîN 

/	 döèÇéäÑ ièÜffiÑäÜèÑöZ iá s > sgold HÜíñäóÇçÜèïçöL k∗ > kgold9, ïâÜ ÜÑêèêéö äî ÖöèÇéäM 

ÑÇççö äèÜffiÑäÜèïZ iá ïâÜ îÇóäèà ìÇäîÜÖ äî çêòÜìÜÖ ïê s D sgold áêì Ççç t, ïâÜè Ñêèîñéëïäêè 

äè Ççç ëÜìäêÖî òäçç ÉÜ âäàâÜìA 

/	 oè ïâÜ êïâÜì âÇèÖL äá s < sgold HÜíñäóÇçÜèïçöL k∗ > kgold9, ïâÜè ìÇäîäèà s ïêòÇìÖî sgold 

òäçç äèÑìÜÇîÜ Ñêèîñéëïäêè äè ïâÜ çêèà ìñèL Éñï Çï ïâÜ Ñêîï êá çêòÜì Ñêèîñéëïäêè äè ïâÜ 



$

îâêìï ìñèN wâÜïâÜì îñÑâ Ç ïìÇÖÜMêff ÉÜïòÜÜè îâêìïMìñè ÇèÖ çêèàMìñè Ñêèîñéëïäêè äî 

ÖÜîäìÇÉçÜ òäçç ÖÜëÜèÖ êè âêò ïâÜ îêÑäÇç ëçÇèèÜì òÜäàâï ïâÜ îâêìï ìñè óÜìîñî ïâÜ çêèà 

ìñèN 

/ tâÜ mêÖä<ÜÖ gêçÖÜè rñçÜZ iè ïâÜ rÇéîÜö éêÖÜçL ïâäî ïìÇÖÜMêff òäçç ÉÜ ìÜîêçóÜÖ òâÜè 

k∗ îÇïäî<Üî ïâÜ 

f ;bk∗9 − δ D n å ρ, 

òâÜìÜ ρ >  Ñ éÜÇîñìÜî äéëÇïäÜèÑÜ Hρ òäçç ÉÜ ÑÇççÜÖ 0ïâÜ ÖäîÑêñèï ìÇïÜ1IN tâÜ ÇÉêóÜ äî 

ÑÇççÜÖ ïâÜ 0éêÖä<ÜÖ àêçÖÜè ìñçÜN1 nÇïñìÇççöL ïâÜ ÖäîïÇèÑÜ ÉÜïòÜÜè ïâÜ rÇéîÜöMêëïäéÇç 

k∗ ÇèÖ ïâÜ àêçÖÜèMìñçÜ kgold äèÑìÜÇîÜ òäïâ ρ. 

/ aÉÜç ÜïN ÇçNZ nêïÜ ïâÇï ïâÜ àêçÖÜè ìñçÜ ÑÇè ÉÜ ìÜîïÇïÜÖ Çî 

r − δ D

Y$


Y

.


döèÇéäÑ äèÜffiÑäÜèÑö êÑÑñìî òâÜè r − δ <  $Y /Y, ÖöèÇéäÑ ÜffiÑäÜèÑö äî ÜèîñìÜÖ äá r − δ >  

Y /Y. aÉÜç Üï ÇçN ñîÜ ïâäî ìÜçÇïäêè ïê ÇìàñÜ ïâÇïL äè ìÜÇçäïöL ïâÜìÜ äî èê ÜóäÖÜèÑÜ êá 

ÖöèÇéäÑ äèÜffiÑäÜèÑöN 

/ bñÉÉçÜîZ iá ïâÜ ÜÑêèêéö äî ÖöèÇéäÑÇççö äèÜffiÑäÜèïL ïâÜìÜ äî ìêêé áêì ÉñÉÉçÜîN 

RNVNR pêóÜìïö tìÇëîL cöÑçÜîL ÜïÑN 

/ däîÑñîî ïâÜ ÑÇîÜ êá Ç àÜèÜìÇç èêèMÑêèÑÇóÜ êì èêèMéêèêïêèäÑ G. 

/ mñçïäëçÜ îïÜÇÖö îïÇïÜî[ ñèîïÇÉçÜ óÜìîñî îïÇÉçÜ êèÜî[ ëêóÜìïö ïìÇëîN 

/ lêÑÇç óÜìîñî àçêÉÇç îïÇÉäçäïö[ çêÑÇç ÑêèóÜìàÜèÑÜ ìÇïÜN 

/ oîÑäççÇïäèà ÖöèÇéäÑî[ ëÜìëÜïñÇç ÑöÑçÜîN 
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RNVNS ièïìêÖñÑäèà eèÖêàÜèêñî gìêòïâ 

/	wâÇï ÜèîñìÜî ïâÇï ïâÜ àìêòïâ ìÇïÜ ÇîöéëïêïÜî ïê õÜìê äè ïâÜ sêçêò éêÖÜç HÇèÖ ïâÜ 

rÇéîÜö éêÖÜç Çî òÜççI äî ïâÜ óÇèäîâäèà éÇìàäèÇç ëìêÖñÑï êá ÑÇëäïÇçL ïâÇï äîL ïâÜ ièÇÖÇ 

ÑêèÖäïäêè G-Qk→∞ f ;bk9 D Ñ. 

/	 cêèïäèñÜ ïê ÇîîñéÜ ïâÇï f ;;bk9 < Ñ, îê ïâÇï γ ;bk9 < Ñ, Éñï ÇîîñéÜ èêò ïâÇï G-Qk→∞ f ;bk9 D  

A >  Ñ. tâäî äéëçäÜî Ççîê G-Qk→∞ φbk9 D  A. tâÜèL Çî k →∞, 

ktåü − kt
γt ≡ → sA − bn å δ9 

kt 

/	 iá sA < bnåδ9, ïâÜè äï äî çäåÜ ÉÜáêìÜZ tâÜ ÜÑêèêéö ÑêèóÜìàÜî ïê k∗ îñÑâ ïâÇï γbk∗9 D Ñ. 

bñï äá sA > bn å x å δ9, ïâÜè ïâÜ ÜÑêèêéö ÜôâäÉäïî ÖÜéäèäîâäèà Éñï èêï óÇèäîâäèà 

àìêòïâZ γt áÇççî òäïâ t, Éñï γt → sA − bn å δ9 > Ñ Çî t →∞. 

/	 jêèÜî ÇèÖ mÇèñÜççä ÑêèîäÖÜì îñÑâ Ç àÜèÜìÇç ÑêèóÜô ïÜÑâèêçêàöZ ÜNàNL f bk9 D  Bkα å Ak. 

wÜ ïâÜè àÜï Éêïâ ïìÇèîäïäêèÇç ÖöèÇéäÑî äè ïâÜ îâêìï ìñè ÇèÖ ëÜìëÜïñÇç àìêòïâ äè ïâÜ 

çêèà ìñèN 

/	 iè ÑÇîÜ ïâÇï f bk9 D  Ak, ïâÜ ÜÑêèêéö áêççêòî Ç ÉÇçÇèÑÜÖMàìêòïâ ëÇïâ áìêé ïâÜ óÜìö 

ÉÜàäèèäèàN 

/ wÜ òäçç çÇïÜì 0ÜèÖêàÜèäõÜ1 A äè ïÜìéî êá ëêçäÑäÜîL äèîïäïñïäêèîL éÇìåÜïîL ÜïÑN 

/ fêì ÜôÇéëçÜL rêéÜìOlñÑÇîZ iá òÜ âÇóÜ âñéÇè ÑÇëäïÇç êì îëäççêóÜì ÜffÜÑïîL 

y D Akαhü−α 

ÇèÖ h D k, ïâÜè òÜ àÜï y D Ak. 



/	 rÜÑêèÑäçÜ ÑêèÖäïäêèÇç ÑêèóÜìàÜèÑÜ òäïâ ÜèÖêàÜèêñî àìêòïâN tâäèå êá G\ k − G\ k∗ Çî Ç 

ÖÜïìÜèÖÜÖ éÜÇîñìÜ êá ïâÜ îïÜÇÖöMîïÇïÜ ÇççêÑÇïäêè êá ìÜîêñìÑÜî HâñéÇè óÜìîñî ëâöîäÑÇç 

ÑÇëäïÇçL îëÜÑäÇçäõÇïäêè ëÇïïÜìèNI[ êì Çî Ç éÜÇîñìÜ êá ÖäîïÇèÑÜ áìêé ïÜÑâèêçêàö áìêèïäÜì[ 

ÜïÑN 




